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Asymptoticka slozitost algoritmu



Jen konecnost algoritmu vzdy nestaci

Je tfeba poznamenat, Ze abstraktni kritérium KOnecnosti je pro
praktickeé pouziti jesté prilis slabé.

V praxi je treba zajistit, aby algoritmus skoncil ,,v rozumném® case.
Za rozumny c¢as lze v praxi povazovat takovy cas, ktery nam umozni
smyslupiné vyuZit vysledek.

Napf. existuje jednoduchy algoritmus, ktery dokaze urcit, zda v dané
Sachové pozici muze hrac na tahu vynutit vitézstvi a zaroven dokaze
urcit nejlepsi mozny tah. Tento algoritmus se vSak neda pouzit,
protozZe by na svou c¢innost potreboval ohromné mnozstvi éasu, i
kdyz je toto mnozstvi konec¢né. Zaroven by takovy algoritmus
spotreboval ohromné mnozstvi paméti, coz je dalSi prakticky zretel,
ktery se uplatiuje pfi volbé algoritmu. | kdyZ primérna pocitaCova pamét
stale narusta, pro nékteré algoritmy ji nebude nikdy dost.



Asymptoticka slozitost algoritmu

Pro vycisleni vypocetni slozitosti algoritmii v zavislosti na velikosti
vstupnich dat se pouziva asymptoticky zapis zavislosti vypocetniho ¢asu na
rozsahu ulohy (typicky na poctu vstupnich udajit). Naptiklad O(log N)
znamena, Ze pocet kroki algoritmu zavisi logaritmicky na velikosti
vstupnich dat.

Pokud u takového algoritmu zdvojnasobime rozsah vstupnich tdaji, doba
vypoctu se zvysi o jednu jednotku ¢asu, pokud bude vstupnich dat ¢tytikrat
vice, doba vypoctu se prodlouzi o dvé jednotky Casu, a tak dale. To je tfeba
piipad nalezeni jednoho prvku o urcité hodnoté v seznamu prvki sefazeném
podle hodnoty (napf. nalezeni jména v telefonnim seznamu).

V této Casti textu se budeme vénovat pouze ¢asove sloZitosti.

VSechna pravidla, ktera si Fekneme, pak budou platit i pro pamét'ovou
sloZitost.

U urCovani Casove slozitosti nas bude predevSim zajimat,
jak se algoritmy chovaji pro velké vstupy.



Zavislost mnozstvi dat na délce béhu programu
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Méjme napriklad algoritmus A o Casové slozitosti N a algoritmus B o
slozitosti N3. Sice pro malé hodnoty N bude algoritmus B rychlejSi nez
A, ale pro vSechna vétsi N( od 10 vySe) ho uz algoritmus A predbéhne.
Takze pokud bychom si méli mezi témito algoritmy zvolit, vybereme si
algoritmus A. U slozitosti nas obvykle nebude zajimat, jak se chova na
malych vstupech, protoze na téch je rychly témeér kazdy algoritmus.
Rozhodujici pro nas bude slozitost na maximalnich vstupech
(pokud néjaké omezeni existuje) anebo slozZitost pro ,,hodné velké
vstupy“. Proto si zavedeme tzv. asymptotickou casovou slozitost.

Pfedstavme si, ze mame algoritmus se slozitosti N /4 + 6*N + 12,
Pod asymptotickou slozitosti si miZzeme predstavit, ze nas zajima jen
chova cely vyraz. To znamena, ze: Konstanty u jednotlivych ¢lenu
muzeme Skrtnout (napf. 6n se chova podobné jako n). Tim dostavame
N2+ N + 1.

Pro velka N je N + 1 oproti N> nevyznamné, tak ho mizeme také
Skrtnout. Dostavame tak slozitost O(N?) . Obecné Skrtame vSechny
Cleny, které jsou pro dost velké N mensi, nez néjaky neskrtnuty Clen.

Tahle pravidla sice vétSinou funguiji, ale Skrtat ve vypoc&tech pfece nemizeme jen tak. Proto zavadime
operator O (velké O), diky kterému budeme umét popsat, co pfesné nase ,Skrtani“ znamena, a pouzivat ho
korektné.

Zapisuje se pomoci ,Omikron notace” (,velké O notace” nebo ,Big O
notation®)



Asymptoticky horni odhad c¢asové slozitosti - O(g(n))
Formalné f(n)= O(g(n)), stejn& jako f(n)e O(g(n)). ,,Big O notation“

Pro danou funkci g(n) ozna¢me mnozinu funkci O(g(n)), kde O je velké
omikron:

O(g(n)) = {f(n): existuji-li kladné konstanty C a n, takové, ze
0 <f(n) <c*g(n) provsechny n > n,}.
Zapis f(n) =0(g(n)) lze popsat jako f neroste rfadové rychleji nez funkce g.

f je asymptoticky ohrani¢ena funkci g shora (aZ na konstantu)

Tedy f(n) roste radové nejvyse tak rychle jako g(n). lim . . f(n)/g(n) =0
Narocnost algoritmu je vzdy stejnd nebo mensi, nez néjaky nasobek g(n).
Jde o maximalni moznou slozitost algoritmu.

Rikame, Ze g(n) je hornym odhadem funkce f(n)

To znamen3, ze funkce g shora omezuje funkci f az na multiplikativni konstantu.
Proto také f = O(g) nékdy cte jako ,f je asymptoticky mensi nebo rovno g“.

0 <f(n) <c*g(n) pro vSechny n > n,



Asymptoticky horni odhad casové slozitosti - O(g(n))

Funkce f se da shora odhadnout funkei ¢
(aZ na multiplikativni konstantu a pro dostatecné velka n).
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Pro hloubavé:

Asymptoticky dolni odhad casové slozitosti - 2(g(n))

Formaln¢ f(n)= Q(g(n)), stejné jako f(n)e Q(g(n)).

Pro danou funkci g(n) oznacme mnozinu funkci Q(g(n)), kde Q je velka omega:

Q g(n)) = {f(n): existuji-li kladné konstanty c a n, takové, ze
0 < c*g(n) < f(n) pro vSechny n > ngy}.

Zapis f(n) = Q(g(n)) znamena, ze funkce f roste fadoveé aspon tak rychle,
jako funkce g

Rikame, Ze g(n) je dolnim odhadem funkce f(n)
Algoritmus pro alespon jeden vstup bude této slozitosti.

Narocnost algoritmu je vZidy stejna nebo vétsi, nez néjaky nasobek g(n).

f je asymptoticky ohrani¢ena funkci g zdola (az na konstantu) lim f (1) — o0
o g(1)



Asymptoticky dolni odhad casové slozitosti - 2(g(n))

Funkce f se da zdola odhadnout funkei
(aZ na multiplikativni konstantu a pro dostate¢né velka n).
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Pro hloubavé:

Asymptoticky stredni odhad casové slozitosti - @(g(n))

Formaln¢ f(n)= ©(g(n)), stejné jako f(n) e®(g(n)).

Pro danou funkci g(n) ozna¢me mnozinu funkci ®(g(n)), kde ® je velka théta:
O(g(n)) = {f(n): existuji-li kladné konstanty c,, C, a n, takove, ze

0 <c,*g(n) < f(n) < c,*g(n) pro vSechny n > n,}.
Zapis f(n) = ©(g(n)) znamena, Ze obé funkce rostou radové stejné rychle.

Rikame, Ze g(n) je stiednim odhadem funkce f(n)
®(g(n)) algoritmus probiha asymptoticky stejné rychle jako g(n).
Narocnost algoritmu je stejna jako g(n)
To znamena, ze problém Ize fesit algoritmem, ktery nebude asymptoticky
sloZitéjsi nez c,*g(n), ale zaroven nikdy nebude asymptoticky lepSi nez c,*g(n).
f je asymptoticky ohranicena funkci ¢ z obou stran (az na konstantu)
f(n) je zaroven v O(g(n)) av Q(g(n)). 0<lim . f(n)/g(n) < + o
Pro libovolné funkce f(n) a g(n) plati f(n) = O(g(n)),

pravé kdyz f(n) = O(g(n)) a soucasné f(n) = Q(g(n)).



Asymptoticky stredni odhad casové slozitosti - ®(g(n))

Funkce f se d4 ohraniéit funkei § z obou stran
(aZz na multiplikativni konstanty a pro dostate¢né velka n).

®(n) —f(n) —c2*g(n) —cl*g(n)
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Pro hloubavé:

Limitni testy

Predpokladejme vyse uvedené funkce f(n) a g(n).

f(n)
ejme ImIUIIm O
Méjme limit ( )

Potom f(n)=0(g(n)), ale f(n)=Q(g(n)). Rikdme, Ze: "f(n) roste asymptoticky pomaleji

nez g(n)".
f(n) _
Meéjme limitu Ilm (n)

Potom f(n)= Q(g(n)), ale f(n) # O(g(n)). Rikdme, 7e: "f(n) roste asymptoticky rychleji

nez g(n)".
f(n)

Méjme limitu Inlm (n) =C

Pro néjakou konstantu ¢>0, potom f(n)=0(g(n)). Rikdme, Ze: "f(n) a g(n) rostou
asymptoticky stejné rychle".



Uziti Big O notace

Pro nas ma vyznam hlavné O(g(n))

Tedy, ze algoritmus nebude mit slozitost pro velka n vétsi nez néjaka konstanta krat
g(n). Mame tu mez, kterou slozitost algoritmu uz neprekroci. Vzdy se snazime vyjadrit
relaci O(g(n)) tak, aby g(n) byla co nejjednodussi. Q(g(n)) a ®(g(n)) vidy nepocitame,
vétSinou nam staci O(g(n)).

Notaci O(g(n)) je nutné uzivat ve spravném smyslu.

Jestlize mame algoritmus, ktery ma dobu bé&hu 101%n, co? je funkce ktera je O(n),
potom je to asymptoticky lepsi nez 10n*log n, kterd jeO(n.log n) i kdyZ samoziejmé je
lepsi vyuzit ten druhy algoritmus s O(n.log n). U asymptotickych charakteristik je
nutné si uvédomit, Ze je nelze precenovat, respektive nevhodné uzivat.

Podobné, jestlize mame algoritmus s dobou béhu O(n log(n)) s rozumnym konstantnim
faktorem, pak je takovy algoritmus vzdy efektivnéjsi nez O(n?), ktery vsak mulze byt lepsi pro malé
hodnoty n.
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